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Abstract. We prove a boundedness property for the fractional maximal operator in
the Morrey type spaces with respect to the Hausdorff content. As an application of this
result, we obtain a Fefferman-Stein inequality.

1. Introduction

Soit n un entier positif non nul.
Sauf mention spécifique, a, A, § et p sont des nombres réels vérifiant:

0<a<n; 0<d<n; 0<A<d; 1<p<+Hoo.

On appellera cube, tout cube ) de R™ dont les cotés sont paralleles aux axes
de coordonnées.

Si @ est un cube, alors £(Q) et @) désignent respectivement la longueur de ses
cOtés et son intérieur.

Si E est un sous-ensemble de R™ alors |E| est sa mesure de Lebesgue et Xg
sa fonction caractéristique.

Soit E un sous-ensemble de R™.

La 6-capacité de Hausdorff H°(E) de E est

) H(E) = inf {Dm BC U@}



80 M. ESSOH, I. FOFANA, K. KOUA

ou l'infinimum est pris sur tous les recouvrements dénombrables (Q;); de E, Q;
étant un cube pour tout .

Si dans l'expression (1) on prend linfinimum sur tous les recouvrements
dénombrables de F par des cubes dyadiques, on obtient la d-capacité dyadique de
Hausdorff HS(E) de E.

Soit f une fonction localement intégrable de R".

e La fonction maximale fractionnaire d’ordre « de f est

1
M, f(x) =sup ———= d
1) = s |17y

ou le supremum est pris sur tous les cubes () contenant x.

Bien entendu, lorsque o = 0, My = M est 'opérateur maximal de Hardy-
Littlewood.

e On rappelle que f appartient  'espace de Morrey classique LP*(dx) si et
seulement si la quantité

1 :
T [— / |f<y>|pdy] est finie
Fllzrae Q LUQ)* Jg

et f appartient & I'espace de Morrey de type faible LP*(dz) si et seulement si la
quantité

3=

£l ey = supt [ {z € RY/ |f(@)] > 1} N QU7 Q)T est finie.
Q

Par analogie, on dit que f appartient a I'espace faible de Morrey LP*(H?) par
rapport a la d-capacité de Hausdorft, si et seulement si la quantité

3=

11z sy = supt [H? ({x e R" /| f(x)| > 1} N Q}] 7 €(Q)F est finie.

On remarquera que LPO(H?) et LPO(H?) sont respectivement I'espace (fort)
de Lebesgue LP(H?) et 'espace faible de Lebesgue LP(H®) par rapport a la -
capacité de Hausdorff étudiés par de nombreux auteurs comme D.R. Adams ([1]
et [2] par exemple), J. Orobitg et J. Verdera ([6] par exemple).

Enfin C' désigne une constante dont la valeur peut changer d’une proposition
a une autre.

Dans [5], Kuznetsov a montré I'inégalité suivante:

(2) (Z (Mafz')p> < Cp%l > il o)
=1 =1

LL(H"=2)

ou {f;}; est une famille de fonctons et 1 < p < +o0.
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Dans la preuve de (2), 'inégalité suivante de type Fefferman-Stein:
p (o]
(3) pr < Cp—_ 1 Z 1 fill Loy
L1(H) i=1

a joué un role central. En effet dans [2], D.R. Adams a montré que pour toute

d
fonction f et 6 > —(n — ) on a l'inégalité
n

(4) IMofll 5. <C|fll,

L= a(Hg) Ln Hd

Il est clair que (4) équivaut a

(5)

s < O\ fll£1(aw) avec 6 > n — a.
STO(HD)

11 suffit de prendre dans (4) d = n pour avoir (5).
Réciproquement, comme pour toute fonction positive f et tout réel d tel que

0<d<nona .
d
F()do < 2 ( / ffide)
Rn d n

(voir [6], Lemme 3), de (5) on obtient (4) car g < 1.

En prenant 6 = n — « et en écrivant (3) pour M, f; au lieu de f; puis en
utilisant (5), on obtient (2).

L’inégalité (5) exprime le fait que: si une fonction f appartient a l’espace
de Lebesque L'(dx) alors sa fonction maximale fractionnaire M, f appartient
I’espace LYO(H?).

Cela nous amene a la question suivante: a quelle classe de fonctions appartient
la fonction mazimale fractionnaire M, f lorsque f appartient a [’espace de Morrey
LY dx)?

Remarquons qu'’il existe bien des fonctions appartenant a L'*(dz) mais qui
n’appartiennent pas a L'(dz). Il suffit, par exemple, de considérer la fonction

H |; Al

Le théoreme 1 suivant donne une réponse a cette question.

Théoreme 1. Supposons que 0 < a« < n, d > A > 0,0 > n — « et posons
A

W= g(n — a). Alors il existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction

f € LY (dx) on ait

o3y € CW v

Le théoréme suivant généralise I'inégalité (2).
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Théoreme 2. Soient 0 < a<n, A<d=n—a etl <p<+oo. Alors il existe
une constante C > 0 telle que pour toutes fonctions {f;}iz1, . oo, on ait

(Z (Mafi)p>

Il s’obtient par une argumentation similaire a la preuve de l'inégalité (2) figurant
dans [5], moyennant I'utilisation de la généralisation suivante de l'inégalité (3).

p o0
< CpTl D il @n)-
=1

LI (H9)

Théoréme 3. Soient 1 <p < 400, 0< I <n, 0< A\ <n et soit {fitiz1, o des

fonctions positives telles que Z ||f,~||L1,A(H5) < 00. Alors il existe une constante

i=1
C > 0 indépendante des f; telle que:

(£7)

2. Preuve du Théoréme 1

p oo
=< sz 1Fill s s
=1

LI (HY)

Afin de prouver ce théoreme, on montre d’abord le lemme suivant:

]

—~

Lemme 1. Soient Q et P deux cubes vérifiant: é N3P =0 et BP)NQ # 0.

Alors Q@ C 9P ou 3P C 322.
Preuve. Supposons que ((3P) > £(Q). Alors Q) C 3(3P) = 9P.

Supposons maintenant que ¢(3P) < £(Q). Soit u un élément de I'intersection
des frontieres des cubes 3P et Q. Vk € {1,2,...,n}, on a

lzpr —ug| < @ et Jup —zg x| < K(Q—Q)

ou zpy et xgy sont les k-iemes coordonnées respectives des centres zp et xg des
cubes P et ). Donc

0(3P 1
ori— il < B4 Li@) < Q)
Soit x € 3P. On a:
|z, — 2ok < |xk—zpr| + 2Pk — 2ok
< GPruQ <12

c’est a dire z € 3Q. D’ou 3P C 322. .

Rappelons également quelques propriétés de la capacité de Hausdorft essen-
tielles dans la preuve du Théoreme 1.
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Proposition 1. (voir [1] page 117) Soit 0 < § < n.

P1l: HS et H° sont comparables c’est-a-dire qu’il existe des constantes A et B
telles que

H}(E) < AH’(E) < BH,(E)
pour tout £ C R".

P2: H} est continue pour les suites croissantes c’est-a-dire si (E;); est une suite
croissante de sous-ensembles de R™ telle que ' = UL} alors

lim HS(E;) = H(E).

Jj—o0
Preuve du Théoréme 1. Soit () un cube de R". Fixons t > 0 et posons
QG ={reQ/M.f(x) >t} =QNn{x e R"/M,f(x) >t}

Etape 1: Soit k& I'unique entier de Z tel que 2751 < [(Q) < 27*. Alors Q ren-
contre au moins un cube et au plus 2" cubes dyadiques d’ordre k. Plus
précisément, on a: Q C Uij avec card(J) < 2", ou les ); sont des cubes

je

dyadiques d’ordre k rencontrant ) et () C 3Q);.
Posons maintenant, pour tout j € J, O = {z € Q;/M,f(x)>t}. On a:

reQ & xeQet Myf(r) >t
= djeJ zeq;, Myf(zx)>t
= JjeJ rel

Dot Q; € U et donc
j€J
) < Y (O
jed

Soit jo un élément de J pour lequel H 5(Q°) réalise le maximum des H°(Q).
Ainsi donc H°(,) < 2"H°(Q°) avec €(Q) < £(Q;,) < 20(Q). Dot

t [H(S (Q N {l’ € Rn/Maf<x) > t})} = E(Q)—/\%
S 2(71-"-)\)(%)2'; [H(s (QJO N {l’ c Rn/Maf(l') > t})} % E(QJO)—)\%
Pour cette raison on peut supposer dans la suite que le cube @) est dyadique.

Etape 2: Supposons que f est bornée et a support compact.
I existe alors une famille {Q;};er de cubes dyadiques maximaux (pour
I'inclusion) vérifiant:

pour tout ¢ € 1

W /Q FW)ldy > Cuat et {z € RY/M,f(z) > 1} < | J3Qs

i€l



84

M. ESSOH, I. FOFANA, K. KOUA

(voir [4], page 137 et [3] Lemme 2-1 ) ou C,, , = 272" est une constante qui
ne dépend pas de f.
Alors tout cube @; de la famille {Q;};c; est tel que:

Q

Par suite

1

(Q) < ( o /Q | |f<y>|dy)”.

QN{z eR"/M,f(x) >t} C iLgJI(SQZ») NQ

U Gen@uJeeanu |J 6Bene

QiGQ QCQ; COQHCSi:@
U (BRiNQ)U U (3QiNQ)
Q:&Q QCQ;

U Benu |J Genae).
5m3éi=@ 5m3’§5i¢@
QNQ;=0 QNQi=0

o c [Jenu Jeenu [ Ban)

D’ou

QiGQ QCQ; o 2
QN3Q;=0
C»O?ﬂQOz:@
U (3Q;NQ)U U (3Q: N Q)
QN3Q;#£0, £(3Q;)<4(Q) QN3Q;#£0, £(3Q;)>4(Q)
Qin:Q) QF‘IQ»;Z(Z)

UGanu Jeenu |J 6ang

Qi%Q QCQ; o 2
QN3Q;=0
éﬂéiiﬂ)
U 6enu | 6Bne).
ON3Q; 0, 3Q;C3Q ON3Q; 40, QC9Q;
éﬂQoi:@ COQQQOi:@

oc | 3Qu | seu | 6BRine).

3Q;C3Q QCIIQ; ° 2
QN3Q;=0
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Par le Lemme 1, on obtient

Q, C
3Q:C3Q

J s@iu

85

LJ 30;.

QC9Q;

Supposons qu'il existe 7 tel que ) C 9Q;,. Comme (2}, C @, on a:

H(Q) < 6Q)
H(Q)UQ)™ < 6Q)™ < 974(Qy)

et par suite, d’apres l'inégalité (6),

H(Q)UQ)™ < 97(Qi) ™

c’est-a-dire:

n—o

(0] T 0@ <

utilisant I'inégalité (6) et ensuite

3Q c3Q

n—uoa
H(Q) < 3 > U@
3QiC3Q
< 3 (Cat) T
< 3 (Cat) T
1)
< 3 (ana(
)
< 3 (Cn,at)a<

L[H(Q)] T (@)
Dans tOUS les cas on a

(7)

t[HO ()] T

6

()™

ol

Supposons que {i/ Q C 9Q;} = 0. Alors Q; C

h ( e >!dy)

¢ {a:’ag

1
(Qio)'u

/ !f(y)ldy] .
Qi

U 3Q); et donc, en
3QiC3Q

> 1, on obtient:

Ndy>

y)|dy

Idy)n6a~
AR

< C| fllpre(da)-

3Qlc3Q
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Etape 3: Revenons au cas général ou f est une fonction localement intégrable.
Posons pour tout entier positif non nul &,

fk = min{k‘, |f’XB(O,k)} et Qk,t = {l’ € Q, Mafk<l’> > t},
ou B(0, k) est la boule de centre 0 et de rayon k. On a:
Te TUf] et Que T Uy = Q.

De plus, (7) est vraie pour f = fi et 0, = Qi et on a

n—ao

t [H6(Qk,t)] IENA(®) I~ Clfrllrn(aey < C 1 L (de)-
En vertu de la Proposition 1, H] et H° sont comparables et

Jim H(Qy) = HY(Q).

Par conséquent,

E[HOQ)] T UQ)TNF < ATBE[HI(Q)] T 6Q) M

IN

= A7'Btlim [H(Q)] ° Q)

k—oo

IA

AT'BAt lim [H(Q4,0)] Q)"

IN

AT BAC| £l o o).

D’ou

IMafll s o < Clfllznnan). .

2TOT(HY)

3. Preuve des Théorémes 3 et 2

La démonstration reprend dans les grandes lignes la preuve du Corollaire 5.2.3 de
[5] avec quelques aménagements.

Preuve du Théoréme 3. Nous montrons ce résultat pour H au lieu de H°
puisque HS et H? sont comparables.

e Soit NV un entier positif, on suppose que

1fill 22 ag) = sup Hy (o € R™ /1fi()] > 1} n Q) Q)" = 1
Q@

pour tout i =1, ..., N et {a;}iz1,

ceny
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On montre qu’il existe une constante C' indépendante des f; telle que

®) (Daimp) <ot

=1
Ly (HY)

En effet, (8) est trivial pour N = 1.
Si N > 2, on pose

= (Z (aifi)p)> :

i=1

Pour tout cube @ et pour tout ¢ > 0, on considere les ensembles

Qi = {re€Q; aifi(z) >t} Vi,

Q = {xEQ\UQt’i/F(a:)>t} et

O = {xEQ;tzaifi($)> t }‘v’z’.
N

On a
{re@/F(x) >t} C <UQ“) Uy et
&G o |
Et
tHy ({z € Q\ F(z) > t}) 4(Q) ™
(9) < tHL () (@7 + X aull ill oy
< tH? (fzt) 0Q)™ +1.
H (Qt> < HS (Uﬁtl)
(10) < ZHg ({a: €Q; aifi(r) > — })
< Zuor
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Puisque F'(z) > t pour tout z € ﬁt, on a
~ +o00
tPHg <Qt> < / Hi ({a: c Q/F(l’)pXQt(x) > 3}) ds
0
-~ / (F(x))" X, (a)dH?
Q

N

(1) < 0y [ (uh@) X, @)dH,
i=1 Y Q

Comme pour tout = € Q, a;fi(x) <t, on a:

/Q(aifi(x))pXﬁt(x)ng = /0 H, ({z€eQ/ (aifi(x))" Xg, (z) > s}) ds

[\
C\Q
is
T
> o>
N
ED?
~—

P
s [ B (e e Q/ (uh) > shs
N
< C’aitp_lLlE(Q)’\ d’apres (10).
p —
En utilisant (9) et I'inégalité ci-dessus on obtient:

tH) ({z € Q/ F(z) > 1}) < C%.

3 =

N ; »
(Z(@zfz) ) < C}:-

i=1

Supposons maintenant que

N
D Mfill g gy < o0
i=1
En considérant les fonctions s
i
|‘fiHL1’A(Hg)

et les réels
HfiHL}FvA(Hg)

N Y
Z HfiHLiv)‘(Hg)
1=1

on a d’apres ce qui précede que

(&)

N
b
= Cﬁz 1Fill 2o gy
=1

LyN(HY)
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e Pour le cas général ou Z ||f2||L1 Aoy < 00, on a
=1

gN = (Z(fz‘)p> ” T (Z(fi)p> =9

i=1 i=1

LS

La propriété P2 de la Proposition 1 assure que
tH ({2 € Q/g(@) > thUQ)™ =l tH] ({z € Q/gn(x) > 1} (Q)

< llanlpea )

< hm C—ZHfZHLuH,;

Et donc

1
[e.e] P o
p
(Zflp> Sop_lefiHLb*(H@' "
i=1 1A i=1

L7 (HR)

Preuve du théoreme 2. Sous les hypotheses du Théoreme 2, le Théoreme 3
donne pour tout i,

Mo fill 1 sy < ClSill L1y

Et,
1
o0 P p o)
(Z (Maf:) > < CF Z [ Mo fill L1 ()
=1 Li”\(H‘S) =1
p (o)
< C——=> il o).
p—1 i=1
Il est clair que, pour A = 0, on obtient I'inégalité (2).
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